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Введение 
Понятие «естественный функтор» впервые 
появилось в [1] в связи с классификацией под-
групповых функторов по заданным абстрактным 
групповым свойствам. По сути, оно аксиомати-
зирует такие известные абстрактные свойства 
систем подгрупп как наследственность в пересе-
чениях и инвариантность при эндоморфизмах.  
Большое внимание к наследственным регу-
лярным подгрупповым функторам связано с тем, 
что многие хорошо известные подгрупповые 
функторы являются естественными. В частности, 
к таковым относятся функторы, которые выде-
ляют в группах все F -субнормальные (а также 
все F -достижимые) подгруппы, если F  – на-
следственная формация. 
Особое место в классе естественных функ-
торов занимают ЕТ-функторы – подгрупповые 
функторы, которые одновременно являются ес-
тественными и транзитивными. Во многом это 
обусловлено их широкими прикладными воз-
можностями (см., например, [2]). 
Интерес к ЕТ-функторам привел к общей 
задаче их описания. В явном виде эта задача 
сформулирована в [2] как вопрос 3: Пусть ω  – 
подгрупповой ET-функтор, заданный на классе 
всех конечных групп (всех конечных разрешимых 
групп). Существует ли такая наследственная 
формация ,F  что ( )=sub ( )G Gω X  для всякой ко-
нечной группы G? 
Данная задача попадает в орбиту следую-
щего вопроса, сформулированного А.Н. Скибой 
в [3] под номером 1.2.12: можно ли классифициро-
вать все регулярные транзитивные подгрупповые 
функторы? Применительно к ЕТ-функторам 
этот вопрос может быть сформулирован как за-
дача характеризации всех ЕТ-функторов. 
В данной работе эта задача рассматривается 
в классе разрешимых групп. Центральный ре-
зультат работы заключается в установлении того 
факта, что любой разрешимый ЕТ-функтор мо-
жет быть охарактеризован как X -субнормаль-
ный функтор subX  для некоторого примитивного 
класса .X  Отсюда на основании результатов ра-
боты [4] следует, что все ЕТ-функторы разме-
щаются в идеале SUB(S)  решетки R T(S)  всех 
регулярных транзитивных подгрупповых функ-
торов. 
 
1 Основные определения и предваритель-
ные результаты 
 В работе рассматриваются только конечные 
разрешимые группы и разрешимые подгруппо-
вые функторы, т. е. функторы, определенные на 
классе S  всех разрешимых конечных групп. 
Используемые определения и обозначения тео-
рии конечных групп и подгрупповых функторов 
стандартны, их можно найти в [1]. Что касается 
терминологии теории классов, то мы отсылаем 
читателей к книгам [5]–[6]. Напомним только цен-
тральные определения, используемые в работе.  
Отображение ,ω  сопоставляющее каждой 
группе G  некоторую непустую систему ( )Gω  ее 
подгрупп, называется подгрупповым функтором, 
если для любого изоморфизма ϕ  группы G  вы-
полняется равенство ( )( ) ( ).G Gϕ ϕω = ω  
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Подгрупповой функтор ω  называется: 
1) регулярным, если  
( ( )) ( )A Bϕω ⊆ ω  и 1( ( )) ( )B A−ϕω ⊆ ω  
для любого эпиморфизма : ;A Bϕ →  
2) наследственным, если ( ) ( )H G H∩ω ⊆ ω  
для любой подгруппы H группы G; 
3) транзитивным, если для любой группы G 
всегда из ( )S H∈ω  и ( )H G∈ω  следует ( ).S G∈ω  
 Если X  – непустой класс групп, то под-
группа H  группы G  называется X -субнор-
мальной, если либо H = G, либо существует такая 
максимальная цепь подгрупп 
0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  
что 1/ Core ( )ii H iH H − ∈X  для всех 1,2,..., .i n=  
 Пусть subX  – отображение, ставящее в со-
ответствие каждой группе G множество всех ее 
X -субнормальных подгрупп. Простая проверка 
показывает, что subX  – подгрупповой функтор. 
 В дальнейшем через P  будем обозначать 
класс всех примитивных групп. Напомним, что 
группа G называется примитивной, если она об-
ладает максимальной подгруппой с единичным 
ядром. Как показано в [7], разрешимая группа G  
примитивна тогда и только тогда, когда она об-
ладает единственной минимальной нормальной 
подгруппой, которая дополняема в G. Это до-
полнение является максимальной подгруппой 
группы G с единичным ядром и называется ее 
примитиватором. Понятно, что если M – макси-
мальная подгруппа группы G, то группа 
/ Core ( )GG M  примитивна и / Core ( )GM M  – 
примитиватор группы / Core ( )GG M . 
 В дальнейшем любой (в том числе и пустой) 
подкласс класса P  будем называть примитив-
ным классом. 
 Лемма 1.1. Пусть X  – некоторый прими-
тивный класс. Если H  – X -субнормальная под-
группа группы G, то /HN N  – X -субнормальная 
подгруппа группы G / N для любой нормальной 
подгруппы N группы G.  
 Доказательство. Пусть подгруппа H X -суб-
нормальна в G  и H G≠ . Тогда существует та-
кая максимальная цепь подгрупп 
0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =            (1.1) 
что 1/ Core ( )ii H iH H − ∈X  для всех 1, 2,...,i n= . 
 Рассмотрим цепь 
0
1
/ /
/ ... / / .n
HN N H N N
H N N H N N G N
= ⊆
⊆ ⊆ ⊆ =        (1.2) 
Пусть 1iH −  и iH  – такие члены цепи (1.1), что 
1 .i iH N H N− ≠  Покажем, что в этом случае 
1iH N−  – максимальная подгруппа в .iH N   
 Предположим, что 1i iH N L H N− ⊂ ⊂  для 
некоторой подгруппы L. Так как подгруппа 1iH −  
максимальна в ,iH  то из 
1 1i i i iH H L H L H− −⊆ ∩ ⊆ ∩ ⊆  
следует, что либо 1,i iH L H −∩ =  либо .i iH L H∩ =  
Если 1,i iH L H −∩ =  то ввиду равенства 
( )i iL H N L H L N= ∩ = ∩  имеем 1 .iL H N−=  
Пришли к противоречию. Если ,i iH L H∩ =  то 
,iH L⊆  а значит, .iH N L⊆  Снова пришли к 
противоречию. 
 Итак, цепь (1.2) такова, что в ней для любого 
{1,2,..., }i n∈  имеет место одно из утверждений: 
 1) 1 / / ;i iH N N H N N− =  
 2) 1 /iH N N−  – максимальная подгруппа в 
/ .iH N N  
 Не нарушая общности рассуждений, мы 
можем полагать далее, что все члены цепи (1.2) 
различны. Покажем, что 
/ 1( / ) / Core ( / )ii H N N iH N N H N N− ∈X  
для всех 1, 2,..., .i n=  Очевидно, 
/ 1 1Core ( / ) Core ( ) / .i iH N N i H N iH N N H N N− −=  
Поэтому 
/ 1
1
1 1
1
( / ) / Core ( / )
/ Core ( )
Core ( ) / Core ( )
/ Core ( ).
i
i
i i
i
i H N N i
i H N i
i H N i H N i
i i H N i
H N N H N N
H N H N
H H N H N
H H H N
−
−
− −
−
=
=
∩




 
 Рассмотрим два возможных случая: 
 1. Пусть 1 1Core ( ) .ii H N i iH H N H− −∩ ⊆  Так 
как 1Core ( )ii H N iH H N−∩  – нормальная в iH  под-
группа, то из 
1 1Core ( ) Core ( )i ii i H N i H iH H H N H− −⊇ ∩ ⊇  
следует, что 1 1Core ( ) Core ( ).i ii H N i H iH H N H− −∩ =  
Отсюда следует, что 
/ 1
1 1
( / ) / Core ( / )
/ Core ( ) / Core ( ) .
i
i i
i H N N i
i i H N i i H i
H N N H N N
H H H N H H
−
− −∩ = ∈

 X
 2. Пусть 1Core ( )ii H N iH H N−∩  не содержится 
в 1.iH −  Так как подгруппа 1Core ( )ii H N iH H N−∩  
нормальна в ,iH  то из максимальности подгруп-
пы 1iH −  в iH  имеет место равенство 
1 1( Core ( )) .ii i H N i iH H H N H− −∩ =  Отсюда следует, 
что 1 1( Core ( )) ,ii i H N i iH N H H N H N− −∩ =  а значит, 
1 .i iH N H N− =  Пришли к противоречию с тем, 
что все члены цепи (1.2) различны. Поэтому слу-
чай 2 не возможен.  
 Итак, цепь (1.2) максимальна и 
/ 1( / ) / Core ( / )ii H N N iH N N H N N− ∈X  
для всех 1,2,..., .i n=  По определению подгруппа 
/HN N  X -субнормальна в группе / .G N  Лемма 
доказана. 
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 Лемма 1.2. Пусть X  – некоторый прими-
тивный класс. Пусть H и N – подгруппы группы 
G, причем подгруппа N содержится в H и нор-
мальна в G. Если подгруппа /H N  X -субнор-
мальна в группе / ,G N  то подгруппа H X -суб-
нормальна в G.  
 Доказательство. Пусть подгруппа /H N  
X -субнормальна в /G N  и / / .H N G N≠  Тогда 
существует такая максимальная цепь подгрупп 
0 1/ / / ... / / ,nH N H N H N H N G N= ⊂ ⊂ ⊂ =  
что / 1( / ) / Core ( / )ii H N iH N H N− ∈X  для всех 
1,2,..., .i n=  
 Так как 
/ 1 1Core ( / ) Core ( ) / ,i iH N i H iH N H N− −=  
то  
/ 1 1( / ) / Core ( / ) / Core ( )i ii H N i i H iH N H N H H− − ∈ X  
для всех 1,2,..., .i n=  Значит, подгруппа H являет-
ся X -субнормальной в группе G. Лемма доказана. 
 Лемма 1.3. Для любого примитивного клас-
са X  подгрупповой функтор subX  является ре-
гулярным и транзитивным.  
 Доказательство. Регулярность подгруппо-
вого функтора subX  вытекает из лемм 1.1 и 1.2. 
Транзитивность subX  следует из определения 
X -субнормальной подгруппы. Лемма доказана. 
  
 2 Достаточное условие наследственно-
сти функтора 
 В общем случае подгрупповой функтор 
sub ,X  являясь на основании леммы 1.3 регуляр-
ным и транзитивным для любого примитивного 
класса ,X  может не быть наследственным. 
Пусть, например, 2( (3), ),Sym Z=X  где (3)Sym  – 
симметрическая группа третьей степени, 2Z  – 
циклическая группа порядка 2. Очевидно, X  – 
примитивный класс. При этом 1 sub ( (3)),Sym∈ X  
но 1 sub ( (3)),Alt∉ X  где (3)Alt  – знакоперемен-
ная группа третьей степени. 
 Примитивный класс X  будем называть сек-
ционно замкнутым, если каждая примитивная 
секция любой группы из X  принадлежит .X  
 Лемма 2.1. Если X  – секционно замкнутый 
примитивный класс, то подгрупповой функтор 
subX  является наследственным.  
 Доказательство. Пусть sub ( )H G∈ X  и K  – 
некоторая подгруппа группы G. Тогда существу-
ет такая максимальная цепь подгрупп 
0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  
что 1/ Core ( )ii H iH H − ∈X  для всех 1,2,..., .i n=  
 Рассмотрим цепь 
0 1 ... .nH K H K H K H K K∩ = ∩ ⊆ ∩ ⊆ ⊆ ∩ = (2.1) 
Так как 1 1( )Core ( ) / Core ( )i ii H i H iH K H H− −∩  –  
подгруппа группы 1/ Core ( ),ii H iH H −  то 
1 1( )Core ( ) / Core ( )i ii H i H iH K H H− −∩  – подгруппа 
некоторой X -группы для каждого 1, 2,..., .i n=  
Так как  
1 1
1
1
( )Core ( ) / Core ( )
/ Core ( )
/ Core ( ),
i i
i
i
i H i H i
i i H i
i H i
H K H H
H K H K H
H K K H
− −
−
−
∩
∩ ∩ ∩ =
= ∩ ∩

  
то подгруппа 1/ Core ( )ii H iH K K H −∩ ∩  изо-
морфно вкладывается в некоторую X -группу. А 
так как подгруппа 1Core ( )iH iK H −∩  нормальна в 
iH K∩  и 1 1Core ( ) ,iH i iK H H K− −∩ ⊆ ∩  то 
1 1Core ( ) Core ( ).i iH i H K iK H H K− ∩ −∩ ⊆ ∩  Поэтому 
группа 1/ Core ( )ii H K iH K K H K∩ −∩ ∩ ∩  как гомо-
морфный образ группы 1/ Core ( )ii H iH K K H −∩ ∩  
изоморфна некоторой секции группы, принадле-
жащей классу .X  
 В цепи (2.1) выбросим повторяющиеся чле-
ны и уплотним ее до максимальной цепи. Рас-
смотрим участок этой цепи 
1 0 1 ... ,i t iH K L L L H K− ∩ = ⊂ ⊂ ⊂ = ∩  
соединяющей подгруппы 1iH K− ∩  и .iH K∩  
Тогда для любого 1, 2,...,j t=  подгруппа 
1Core ( )iH K iH K∩ − ∩  содержится в jL  и нормальна 
в .jL  Поэтому 1 1Core ( ) Core ( )i jH K i L jH K L∩ − −∩ ⊆  
для всех 1, 2,..., .j t=  А так как группа 
1/ Core ( )ii H iH K K H −∩ ∩  изоморфна некоторой 
секции группы, принадлежащей классу ,X  то груп-
па 1/ Core ( )jj L jL L −  также будет изоморфна неко-
торой секции группы, принадлежащей классу .X  
 Так как класс X  является секционно замк-
нутым, то из примитивности группы 
1/ Core ( )ii H iH H −  следует, что 1/ Core ( ) .jj L jL L − ∈X  
Таким образом, sub ( ).H K K∩ ∈ X  Лемма доказана. 
 Из лемм 1.3 и 2.1 имеем следующий результат. 
 Теорема 2.1. Если X  – секционно замкну-
тый примитивный класс, то подгрупповой 
функтор subX  является ЕТ-функтором.  
 Если F  – наследственная формация, то 
класс всех примитивных групп, принадлежащих 
,F  является секционно замкнутым. Поэтому из 
теоремы 2.1 следует, что для любой наследст-
венной формации F  подгрупповой функтор 
subF  является ЕТ-функтором. 
  
 3 Характеризация ЕТ-функторов 
 В [4] показано, что в решетке R T(S)  всех 
регулярных транзитивных подгрупповых функ-
торов особую роль играют X -субнормальные 
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подгрупповые функторы (X  – примитивный 
класс), формирующие в R T(S)  идеал SUB .(S)  
Ниже показывается, что каждый разрешимый 
ЕТ-функтор принадлежит SUB .(S)  
 Лемма 3.1. Пусть ω – регулярный подгруп-
повой функтор. Если H – собственная подгруппа 
группы G, принадлежащая ,( )Gω  то существу-
ет максимальная подгруппа M группы G, содер-
жащая H  и принадлежащая ( ).Gω  
 Доказательство. Пусть K – наибольшая 
нормальная подгруппа группы G, для которой 
.HK G≠  Пусть /L K  – главный фактор группы 
G. Тогда из определения подгруппы K следует, 
что .HL G=  В группе /G K  подгруппа /L K  
является минимальной нормальной и, кроме того, 
справедливо равенство / ( / )( / ).G K HK K L K=  
Так как /L K  – абелева группа, то /HK K  – 
максимальная подгруппа группы / ,G K  а HK  – 
максимальная подгруппа группы G. 
 Так как подгрупповой функтор ω является 
регулярным, то / / ( / ),M K HK K G K= ∈ω  а 
следовательно, ( ).M G∈ω  Лемма доказана. 
 Лемма 3.2. Пусть ω – ЕТ-функтор. Если H 
– собственная подгруппа группы G  и ( ),H G∈ω  
то существует такая максимальная цепь  
0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  
что ( )iH G∈ω  для всех 1,2,..., .i n=  
 Доказательство. Пусть G – группа наи-
меньшего порядка, для которой лемма не верна. 
Ввиду леммы 3.1 существует максимальная под-
группа M группы G, содержащая H и принадлежа-
щая ( ).Gω  Так как функтор ω  является наследст-
венным, то из ( )H G∈ω  следует ( ).H M∈ω  Те-
перь из M G<  заключаем, что существует 
максимальная цепь 0 1 1... ,nH H H H M−= ⊂ ⊂ ⊂ =  
в которой ( )iH M∈ω  для всех 0,1,..., 1.i n= −  
Так как функтор ω  транзитивен, то из ( )M G∈ω  
следует, что ( )iH G∈ω  для всех 0,1,..., 1.i n= −  
Значит, цепь 0 1 1... nH H H H M G−= ⊂ ⊂ ⊂ = ⊂  
является искомой. Лемма доказана. 
 Доказательство следующей леммы вытекает 
из леммы 3.2 и того, что подгрупповой функтор 
ω является наследственным. 
 Лемма 3.3. Пусть ω – ЕТ-функтор. Если H 
– собственная подгруппа группы G и ( ),H G∈ω  
то существует такая максимальная цепь 
0 1 ... nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  
что 1 ( )i iH H− ∈ω  для всех 1,2,..., .i n=  
 Для ненулевого подгруппового функтора ω 
определим класс 
( ) {  | примитиватор 
группы  принадлежит ( )}.
A
A A
ω = ∈
ω
P P
 
Если ω  – нулевой  подгрупповой функтор (т. е. 
( ) { }G Gω =  для любой группы ),G  то полагаем 
( ) .ω = ∅P  Класс ( )ωP  будем называть собст-
венным примитивным классом подгруппового 
функтора ω. 
 Следующий результат показывает, что лю-
бой ЕТ-функтор является X -субнормальным для 
своего собственного примитивного класса .X  
 Теорема 3.1. Пусть ω – ЕТ-функтор. Тогда 
для любой группы G справедливо равенство 
( )( ) sub ( ).G Gωω = P   
 Доказательство. Пусть ( ).H G∈ω  Если 
,H G=  то, очевидно, ( )sub ( ).H Gω∈ P  Если H  – 
собственная подгруппа группы G, то на основании 
леммы 3.3 существует такая максимальная цепь  
0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  
что 1 ( )i iH H− ∈ω  для всех 1,2,..., .i n=  
 Так как ω  – регулярный подгрупповой 
функтор, то из 1 ( )i iH H− ∈ω  следует, что 
1 1 1/ Core ( ) ( / Core ( )).i ii H i i H iH H H H− − −∈ω  Следова-
тельно, 1/ Core ( ) ( )ii H iH H − ∈ ωP  для любого 1,2,..., .i n=  
Отсюда заключаем, что ( )sub ( ),H Gω∈ P  а значит, 
( )( ) sub ( ).G Gωω ⊆ P  
 Пусть теперь ( )sub ( ).S Gω∈ P  Тогда существу-
ет максимальная цепь 0 1 ... mS S S S G= ⊂ ⊂ ⊂ =  
такая, что 1/ Core ( ) ( )ii S iS S − ∈ ωP  для любого 
1, 2,..., .i m=  Отсюда и из регулярности подгруп-
пового функтора ω  имеем, что 1 ( )i iS S− ∈ω  для 
всех 1, 2,..., .i m=  Так как подгрупповой функтор 
ω  является транзитивным, то ( ).S G∈ω  Следо-
вательно, ( )sub ( ) ( ).G Gω ⊆ ωP  Теорема доказана. 
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